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1η  δεκάδα θεµάτων επανάληψης 
 
1. 
Έστω κύκλος  (Ο, R) και διάµετρός του ΒΓ . Μία ηµιευθεία  Βx τέτοια ώστε  

Γ �Β x =30ο 
τέµνει τον κύκλο στο  Α . Η εφαπτοµένη του κύκλου στο  Γ τέµνει την Βx 

στο  Ρ . ∆είξτε ότι  

i) ΑΓ= R  ,  ii)  
)(

)(

ΡΑΓ
ΡΒΓ

= 4  ,   iii ) ΡΓ=
2R 3

3
    

Λύση  

i)  

Επειδή η ΒΓ είναι διάµετρος θα είναι  

Β �Α Γ = 90ο σαν εγγεγραµµένη σε ηµικύκλιο. 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ είναι �Β = 30ο  

άρα ΑΓ = 
2

ΒΓ
=

2R

2
= R  

ii) 

 Η εφαπτόµενη ΡΓ είναι κάθετη στην  

διάµετρο ΒΓ  άρα το τρίγωνο ΡΒΓ είναι  

ορθογώνιο οπότε  

)(

)(

ΡΑΓ
ΡΒΓ

= 
ɵ

1
2

1
ηµΑ Γ 

2

ΒΓ⋅ΡΓ

ΑΓ⋅ΡΓ Ρ
=

ο

2R

Rηµ30
= 

2
1
2

= 4 

iii)  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΓΡ είναι ɵ  Α Γ Ρ  = 30ο άρα  

ΑΡ = 
2

ΡΓ
 και από το πυθαγόρειο θεώρηµα  

ΡΓ
2 = ΑΓ2 + ΑΡ2 ⇔  ΡΓ2 = R2 + 

2

2

ΡΓ 
 
 

⇔ ….ΡΓ = 
2R 3

3
    

ή επίσης ποιο εύκολα µε χρήση τριγωνοµετρίας στο ορθογώνιο τρίγωνο ΡΒΓ έχουµε  

εφ30ο = 
ΡΓ
ΒΓ

 ⇔
3

3
=

2R

ΡΓ
 ⇔  ΡΓ=

2R 3

3
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ΒA2. 
 Στο διπλανό σχήµα τα  ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ  

είναι τετράγωνα έτσι ώστε   

ΑΒ = 7 και ΑΘ = ΒΗ = ΓΖ = ∆Ε = 3  . 

Να βρείτε : 

i) Το εµβαδόν του τετραγώνου ΕΖΗΘ 

ii) Να υπολογίσετε το εµβαδό του τριγώνου  

 ΕΓΖ και να δείξετε ότι η ακτίνα του εγγεγραµµένου του κύκλου (Λ, ρ) είναι ρ=1 

iii) Αν  (Κ, R) είναι ο εγγεγραµµένος κύκλος στο τετράγωνο ΕΖΗΘ να βρείτε το λόγο 

του εµβαδού του κύκλου (Κ, R) προς το εµβαδόν του κύκλου  (Λ, ρ)  .  

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΓΖ µε βάση την υπόθεση έχουµε ΕΓ = 4 και ΓΖ = 3  

Από το πυθαγόρειο βρίσκουµε ότι ΕΖ = 5 οπότε  

(ΕΖΗΘ) = 25 

ii)  

(ΕΖΓ) = 
1

2
ΕΓ· ΖΓ = 6 οπότε από τον τύπο Ε = τρ όπου τ η ηµιπερίµετρος του 

τριγώνου προκύπτει ότι  

6 = 6 ρ ⇔ ρ = 1 

iii)  

Είναι φανερό ότι η διάµετρος του εγγεγραµµένου κύκλου στο τετράγωνο ΕΖΗΘ είναι 

ίση µε την πλευρά του τετραγώνου οπότε 2R = 5 ⇔ R = 
5

2
 συνεπώς  

( , R)

(Λ, ρ)Ε

ΚΕ
= 

2

2

πR

πρ
=

25

4
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3. 
i) Πως εγγράφουµε τετράγωνο σε κύκλο ; 

ii) Να αποδείξετε ότι για την πλευρά λ4 και το απόστηµα α4 ενός τετραγώνου 

εγγεγραµµένου σε κύκλο ισχύουν οι τύποι λ4 = R 2  και α4 = 
R 2

2
 

iii) Τετράγωνο είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο ( Ο, R) και έχει πλευρά λ4 = 6 2  , 

απόστηµα α4 , περίµετρο Ρ4 και εµβαδόν Ε4  στον παρακάτω πίνακα να κάνετε τις 

σωστές αντιστοιχίσεις  

 

 

iν)Αν το εµβαδόν ενός τετραγώνου είναι 32 , τότε η ακτίνα του περιγεγραµµένου 

κύκλου είναι  

α) 4 2  ,      β) 8 ,    γ) 4 ,      δ) 8 2   

κυκλώστε την σωστή απάντηση  

Προτεινόµενη λύση  

i)  

Για να εγγράψουµε τετράγωνο σε κύκλο (Ο,  R)  

φέρνουµε όπως φαίνεται και στο δίπλα σχήµα    

δύο καθέτους διαµέτρους ΑΓ και Β∆  

Τότε  Α �OΒ = Β �OΓ= Γ �O∆ = ∆ �OΑ = 90ο   

άρα �ΑΒ=�ΒΓ=�Γ∆ =�∆Α   . Οπότε το ΑΒΓ∆  

είναι τετράγωνο  

ii)  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟ∆ έχουµε  

Α∆
2 = ΟΑ2 + Ο∆ 2 ⇔  

   2
4λ =R2 + R2             ⇔ 2

4λ =2R2 ⇔ λ4 = R 2  

Στήλη Α  Στήλη Β 

R 3 2  

α4 24 2  

Ρ4 24 

E4 6 

 12 2  

 72 
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Και από την σχέση R2 = 
2

2 ν
ν

λ
α

4
+  για ν = 4 παίρνουµε  

R2 = 2
4α +

2
4λ

4
⇔  

R2 = 2
4α +

( )2

R 2

4
⇔ …⇔ α4 = 

R 2

2
 

iii) 

 R → 6,       α4→ 3 2 ,       Ρ4→24 2  ,          Ε4→72 

 

iν)     

      4 
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4. 
Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε α = 5 , β = 4 και γ = 2 τότε  

i) Η γωνία Β �Α Γ του τριγώνου είναι  

α) ορθή ,       β) αµβλεία ,         γ) οξεία  

επιλέξτε την σωστή απάντηση και δικαιολογήστε την απάντησή σας  

ii) Υπολογίστε την διάµεσο µβ του τριγώνου ΑΒΓ και την προβολή της διαµέσου µα 

πάνω στην πλευρά β  

Προτεινόµενη λύση 

i) 

Έχουµε  

α
2 = 25 και  β2 +γ2 = 16 + 4 = 20  άρα α2 > β2 + γ2 

οπότε   

η γωνία Β �Α Γ είναι αµβλεία άρα σωστή απάντηση η β   

ii)  

2
βµ =

2 2 22α + 2γ β

4

−
 =

50 8 16

4

+ −
=

42

4
= 10,5 άρα 

µβ = 10,5 και  

β
2−γ2 = 2α Μ∆  , όπου Μ∆ η προβολή της διαµέσου µα στην πλευρά α άρα  

16−4 = 10Μ∆  ⇔Μ∆ = 
12

10
=1,2  
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5. 

Η επίκεντρη γωνία Α �ΟΒ του διπλανού κυκλικού 

 τοµέα Ο �ΑΒ είναι ορθή και η ακτίνα του κύκλου είναι ρ = 6 .  

Η κάθετη από το µέσο Κ της ακτίνας ΟΑ τέµνει  

τον κύκλο στο Γ                                                            

i) Να δείξετε ότι η γωνία Α �ΟΓ είναι 60ο  

ii) Να υπολογίσετε το µήκος του τόξου �ΑΓ  

iii) Ο λόγος του µήκους του τόξου �ΑΓ  προς το µήκος του τόξου �ΒΓ  είναι  

α) 3,           β) 
1

2
,         γ) 2 ,        δ) 

1

3
 

επιλέξτε την σωστή απάντηση  

iν) Να υπολογίσετε το εµβαδόν του κυκλικού τµήµατος Α∆ΓΑ ( γκρίζα περιοχή )  

Προτεινόµενη λύση 

i)  

Επειδή ΓΚ  µεσοκάθετος στο ΟΑ είναι ΓΟ = Γ∆ , όµως ΓΟ = ΟΑ = ρ άρα  

ΓΟ = ΓΑ = ΟΑ οπότε το τρίγωνο ΓΟΑ είναι ισόπλευρο συνεπώς Α �ΟΓ = 60ο  

ii) 

 
ΑΓ����
ℓ =

ο

ο

πρµ

180
=

ο

ο

π 6 60

180

⋅ ⋅
= 2π  µονάδες µήκους  

iii)  

Είναι Β �ΟΓ = 30ο οπότε  

ΒΓ����
ℓ =

ο

ο

πρµ

180
=

ο

ο

π 6 30

180

⋅ ⋅
= π  µονάδες µήκους   συνεπώς  

ΑΓ

ΒΓ

����

����

ℓ

ℓ
=

2π

π
= 2 εποµένως σωστή απάντηση είναι η  γ  

iν)  

Α∆ΓΑ
Ε
���������

= 
( , ΑΓ)Ο

Ε
����

− ΟΑΓΕ
△

= 

=
2 ο

ο

πρ µ

360
−

1

2
ΟΑ· ΟΓ ηµ Α �ΟΓ =  

=
ο

π 36 60

360

⋅ ⋅
−

1

2
6· 6 ηµ 60ο = (6π−9 3 ) τ. µ  
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6. 

Το οικόπεδο ΑΒΓ∆ του διπλανού σχήµατος έχει  

ΑΒ = 55m , Γ∆ = 25m , A∆ = 40m και �Α = �∆= 90ο  

Πρέπει να χαραχθεί ένας δρόµος ∆ΕΗΖ ,  

µε ∆Ε // ΓΒ και ΖΗ // ΓΒ , ο οποίος θα χωρίσει  

το οικόπεδο σε δύο τεµάχια ΑΕ∆ και ΖΗΒΓ  ,  

όπως φαίνεται και στο σχήµα  

i) Να βρείτε το εµβαδόν του οικοπέδου ΑΒΓ∆  

ii) Να βρείτε το εµβαδόν του τεµαχίου ΑΕ∆  

iii) Να βρεθεί το ∆Ζ έτσι ώστε , το τεµάχιο ΖΗΒΓ να έχει το ίδιο εµβαδόν µε το 

τεµάχιο ΑΕ∆  

iν) Ποιο είναι το πλάτος του δρόµου ∆ΕΗΖ στην περίπτωση (iii) 

Προτεινόµενη λύση 
i) 

Αφού �Α = �∆= 90ο  
θα είναι ∆Γ // ΑΒ οπότε το ΑΒΓ∆ είναι τραπέζιο συνεπώς  

(ΑΒΓ∆) = 
( )

2

ΑΒ+∆Γ Α∆
=

(55 25)40

2

+
=1600 m2  

ii)  

Επειδή ∆Ε // ΒΓ και ∆Γ // ΑΒ το ∆ΓΒΕ είναι παραλληλόγραµµο εποµένως  

ΕΒ = ∆Γ = 25 m , συνεπώς  ΑΕ = ΑΒ−ΕΒ = 55−25 = 30 m  οπότε  

(Α∆Ε) = 
1

2
Α∆· ΑΕ = 

1

2
·40·30 = 600m2 . 

iii)  

Πρέπει  

( ΖΓΒΗ) = 600 ⇔ ΖΓ · Α∆ = 600 ⇔ 40ΖΓ = 600 ⇔ ΖΓ = 15 m 

Εποµένως ∆Ζ= ∆Γ−ΖΓ = 25−15 =10m  

iν)  

Το πλάτος του δρόµου ∆ΖΗΕ είναι ίσο µε το ύψος υ του παραλληλογράµµου ∆ΖΗΕ 

που αντιστοιχεί στις βάσεις ∆Ε και ΖΗ  .  

Το εµβαδόν του παραλληλογράµµου ∆ΖΗΕ είναι ίσο µε  

(∆ΖΗΕ) = (ΑΒΓ∆) – (Α∆Ε) – (ZHΓΒ) = 1600−1200 = 400m2  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Ε έχουµε ότι ∆Ε2 = Α∆2 + ΑΕ2 = 1600 + 900 = 2500  

Οπότε ∆Ε = 50 m  

Τώρα  (∆ΖΗΕ) = ∆Ε ·υ⇔  400 = 50 υ ⇔ υ = 8 m  
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7. 

i) Να αποδείξετε ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο του ύψους που 

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο µε το γινόµενο των προβολών των καθέτων 

πλευρών του στην υποτείνουσα  

ii) Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις σωστές (Σ) ή λανθασµένες (Λ)  

α) Σε κάθε τρίγωνο ισχύει η ισοδυναµία : α2 < β2 + γ2 ⇔ �Α >90ο  

β) Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει :  β2 + γ2 = 2 2
αµ + 

2α

2
 

γ) Αν δύο χορδές ΑΒ , Γ∆ ενός κύκλου ή οι προεκτάσεις τους τέµνονται στο Ρ τότε 

ισχύει : ΡΑ ·ΡΒ = ΡΓ·Ρ∆ 

δ) Η πλευρά λ6 κανονικού  εξαγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο (Ο,  R) είναι ίση µε  

λ6= R 2  

iii)  Στις παρακάτω προτάσεις να επιλέξτε την σωστή απάντηση  

α) Το εµβαδόν κυκλικού τοµέα κέντρου Ο και ακτίνας ρ µε επίκεντρη γωνία µο 

δίνεται από την ισότητα  

Α . (ΟΑΒ) = 
πρµ

180
  ,   Β . (ΟΑΒ) = 

2πρ µ

360
 ,          Γ. (ΟΑΒ) = πρ2

µ 

β) Το απόστηµα α6 κανονικού  εξαγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο (Ο,  R) είναι ίσο 

µε 

Α . 
R 2

2
,             Β. 

R

2
 ,                  Γ . 

R 3

2
 

Λύση 

i)  

Στο διπλανό σχήµα  αν �A = 90ο και Α∆⊥  ΒΓ  

Θα αποδείξουµε ότι : Α∆2 = Β∆ ·∆Γ  

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒ∆ και Α∆Γ έχουν �1A = ɵΓ   

ως οξείες µε κάθετες πλευρές , άρα είναι όµοια οπότε 

Α∆ Β∆
=

∆Γ Α∆
 ⇔ Α∆

2 = Β∆ ·∆Γ 

ii)  

α → Λ  ,          β → Σ ,           γ → Σ ,             δ → Λ 

iii)  

α .  Σωστή απάντηση η Β  

β . Σωστή απάντηση η Γ 



 

 

9 

Σ

Ο

Ε

∆

Γ

Β

Α

8. 

∆ίνεται κύκλος (Ο, R) και σηµείο Σ εκτός αυτού ώστε ΟΣ = 20 . Από το Σ φέρνουµε 

τις τέµνουσες ΣΑΒ και ΣΓ∆ του κύκλου ώστε ΣΑ = 6 , ΣΒ = x−3 , ΣΓ = 4 , Γ∆ = x 

και την εφαπτοµένη ΣΕ . Να υπολογίσετε  

i) Το x  

ii) Την ακτίνα R του κύκλου  

iii) Το µήκος του τµήµατος  ΣΕ  

Προτεινόµενη λύση 

Ένα πρόχειρο σχήµα είναι το διπλανό 

i)  

Έχουµε ότι 

 ΣΑ · ΣΒ = ΣΓ · Σ∆     ⇔  

6(x−3) = 4 (4 + x)  ⇔  x = 17 

ii)  

Επίσης  

ΣΑ · ΣΒ = ΣΟ2−R2 ⇔  6· 14 = 400−R2 ⇔ R =  316 

Και  

iii)  

ΣΕ
2 = ΣΑ· ΣΒ    ⇔ ΣΕ

2 = 84 ⇔ ΣΕ = 84 
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9. 

Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ο λόγος των καθέτων πλευρών του ΑΒ και ΑΓ είναι 

ΑΒ
ΑΓ

=
3

4
 και η προβολή Β∆ της κάθετης πλευράς ΑΒ στη υποτείνουσα ΒΓ είναι 9  .  

Με κέντρο την κορυφή Α και ακτίνα το ύψος Α∆ γράφουµε κύκλο (Α,  Α∆) , που 

τέµνει τις κάθετες πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα Ε και Ζ αντίστοιχα  . Να υπολογίσετε  

i) Τα µήκη των τµηµάτων ∆Γ και Α∆  

ii) Το άθροισµα των εµβαδών των µικτογράµµων τριγώνων Β∆Ε και ∆ΓΖ  

Λύση 

Ένα πρόχειρο σχήµα είναι το διπλανό  

i)  

Γνωρίζουµε ότι                                             

2

2

ΑΒ
ΑΓ

 = 
Β∆
∆Γ

        ⇔                                              

2
ΑΒ 

 ΑΓ 
= 
Β∆
∆Γ

     ⇔  
9

16
=

9

∆Γ
 ⇔ ∆Γ = 16  

Επίσης Α∆2 = Β∆ ·∆Γ=  9· 16 = 144  άρα Α∆ = 12  

ii)  

Το άθροισµα των εµβαδών των µικτογράµµων τριγώνων Β∆Ε και ∆ΓΖ προκύπτει αν 

από το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ αφαιρέσουµε το εµβαδό του κυκλικού τοµέα  

( Α�ΕΖ )  

‘Οµως 

ΑΒΓΕ
△

= 
1

2
ΒΓ · Α∆ = 

1

2
(9 + 16) ·12 = 150  και  

( . Ε∆Ζ)Α
Ε

������
=

2 ο

ο

πΑ∆ 90

360

⋅
 = 36π  

Άρα  

Ε ζητούµενο = (150 −36π) τετραγωνικές µονάδες  

 

 

 

 

 



 

 

11 

Ο

Λ

Κ

Ο

Ν

Μ

∆ Γ

ΒΑ

10. 

∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ // Γ∆ . Αν Μ και Ν είναι τα µέσα των βάσεων ΑΒ και 

Γ∆ αντίστοιχα και Ο τυχαίο σηµείο του τµήµατος ΜΝ , τότε να αποδείξετε ότι 

i) Τα τρίγωνα ΟΒΓ και ΟΑ∆ έχουν ίσα εµβαδά  

ii) Αν το Ο είναι το µέσο του ΜΝ τότε ισχύει  

(ΑΟ∆) = 
1

4
(ΑΒΓ∆)  

Λύση  

Ένα πρόχειρο σχήµα είναι το διπλανό 

i)  

Επειδή ΑΜ = ΜΒ , ∆Ν = ΝΓ τα τραπέζια  

ΑΜΝ∆ και ΜΒΓΝ έχουν ίσες βάσεις και  

το ίδιο ύψος υ = ΚΛ άρα είναι ισοδύναµα  

δηλαδή  

(ΑΜΝ∆) = (ΜΒΓΝ) (1) 

Στο τρίγωνο ΟΑΒ η ΟΜ είναι διάµεσος άρα τα τρίγωνα ΟΑΜ και ΟΜΒ είναι 

ισοδύναµα δηλαδή (ΟΑΜ) = (ΟΜΒ) (2) 

Οµοίως (Ο∆Ν) = (ΟΝΓ) (3)  

Από τις (1) , (2) και (3) έχουµε ότι  

(ΑΜΝ∆)− (ΟΑΜ)− (Ο∆Ν) = (ΜΒΓΝ)− (ΟΜΒ)− (ΟΝΓ) ⇔  

(ΟΑ∆) = (ΟΒΓ)  

ii)  

Αν το Ο είναι το µέσο του τµήµατος ΜΝ τότε όπως εύκολα διαπιστώνουµε τα 

τρίγωνα ΜΟΚ και ΟΝΛ είναι ίσα εποµένως ΟΚ = ΟΛ = 
υ

2
οπότε  

(ΟΑΒ) + (Ο∆Γ) = 
1

2
ΑΒ · ΟΚ + 

1

2
Γ∆ · ΟΛ= 

                          = 
1

2
ΑΒ ·

υ

2
 + 

1

2
Γ∆ ·

υ

2
=

1

2

(AB + ∆Γ)υ

2
= 

1

2
(ΑΒΓ∆) 

Τότε  θα είναι και  

(ΑΟ∆) + (ΟΒΓ) = 
1

2
(ΑΒΓ∆) ⇔  

            2(ΑΟ∆) = 
1

2
(ΑΒΓ∆) ⇔ (ΑΟ∆) = 

1

2
(ΑΒΓ∆)  


